
Îêðóæíîñòü è ñôåðà ñêîðîñòåé äëÿ óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ñ

ïåðåðàñïðåäåëåíèåì ìàññ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåðåëÿòèâèñòñêîå ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö

òèïà

1 2 1 2+ → ′ + ′ . (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóììàðíûå ýíåðãèÿ, èìïóëüñ è ìàññà ÷àñòèö

ñîõðàíÿþòñÿ:
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. (2)

Çàäà÷à, êîòîðàÿ çäåñü ñòàâèòñÿ - ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå âñåõ

ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ äèàãðàìì ñêîðîñòåé ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ

òèïà (1) (çàìåòèì, ÷òî ìàññû ÷àñòèö íå ïðåäïîëàãàþòñÿ

çàäàííûìè).

Çäåñü ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ðàçëè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè èç

÷åòûð¸õ âåêòîðîâ ( , , , )v v v v1 2 1 2′ ′ . Íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò

ñîîòâåòñòâîâàòü ñêîðîñòÿì äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ òèïà (1). Â

ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàçîâ¸ì êîìáèíàöèþ ( , , , )v v v v1 2 1 2′ ′ äîïóñòèìîé.

Òî÷íåå, êîìáèíàöèÿ ( , , , )v v v v1 2 1 2′ ′ äîïóñòèìà â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2) èìååò ïî êðàéíåé

ìåðå îäíî ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàññ m m m m1 2 1 2, , ,′ ′ ,
ïðè÷¸ì èñêîìûå ìàññû îáÿçàíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè. Â íàøó

çàäà÷ó âõîäèò óñòàíîâèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òîãî, ÷òî äàííàÿ

êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ äîïóñòèìà.

Ïîä äèàãðàììîé ñêîðîñòåé áóäåì ïîíèìàòü èçîáðàæåíèå

âåêòîðîâ ñêîðîñòåé v v v v1 2 1 2, , ,′ ′ â âèäå íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ñ

îáùèì íà÷àëîì. Êîíöû ýòèõ âåêòîðîâ áóäåò óäîáíî îáîçíà÷àòü
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òåìè æå áóêâàìè V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
. Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ

êîíôèãóðàöèé èç ÷åòûð¸õ òî÷åê ( , , , )V V V V1 2 1 2
′ ′

, êîòîðûå ìîãóò

îáðàçîâàòü äèàãðàììó ñêîðîñòåé äëÿ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíîãî

ñòîëêíîâåíèÿ òèïà (1).

Íàçîâ¸ì êîíôèãóðàöèþ ÷åòûð¸õ òî÷åê âûðîæäåííîé , åñëè

êàêèå-ëèáî òðè èç ÷åòûð¸õ òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äàëåå

ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êîíôèãóðàöèÿìè îáùåãî âèäà, êîòîðûå íå

ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé íåñêîëüêî áîëåå ñïåöèàëüíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ òðåáóåò â

ïðèíöèïå îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé äàëåå äîêàçûâàåòñÿ,

ñëåäóþùèé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíôèãóðàöèÿ ( , , , )V V V V1 2 1 2
′ ′

ÿâëÿëàñü äîïóñòèìîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå òî÷êè

ëåæàëè íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðè÷¸ì â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî îòðåçêè

V V1 2 è V V1 2
′ ′

ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Äèàãðàììà ñêîðîñòåé ïðè ñòîëêíîâåíèè òèïà (1).

Ñíà÷àëà äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî ( , , , )v v v v1 2 1 2′ ′
ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ñêîðîñòè ïðè ñòîëêíîâåíèè òèïà (1). Ëåãêî

äîêàçàòü, ÷òî îòðåçêè V V1 2 è V V1 2
′ ′

ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

ââåä¸ì ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ

v m v m v M m v m v M= + = ′ ′ + ′ ′( )/ ( )/1 1 2 2 1 1 2 2 , ãäå

M m m m m= + = ′ + ′1 2 1 2. Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà V ÿâëÿåòñÿ îáùåé

äëÿ îòðåçêîâ V V1 2 è V V1 2
′ ′

è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåñåêàþòñÿ.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òî÷êè V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
ëåæàò â ïðåäåëàõ îäíîé
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ïëîñêîñòè. Ââåä¸ì â ýòîé ïëîñêîñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò

( , )x y . Ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. ×òîáû èìåëîñü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîé

ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàññ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû å¸

îïðåäåëèòåëü ðàâíÿëñÿ íóëþ:
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= , (3)

ãäå ( , )x y1 1 , ( , )x y2 2 , ( , )′ ′x y1 1 , ( , )′ ′x y2 2 - êîîðäèíàòû òî÷åê

V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ

D x y
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(4)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí âèäà a x y b x b x c( )2 2
1 1 2 2+ + + + ,

ãäå a b b c, , ,1 2 - íåêîòîðûå êîíñòàíòû, ïðè÷¸ì a ≠ 0 (òàê êàê òî÷êè

V V V2 1 2, ,′ ′
íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è ñîîòâåòñòâóþùèé

îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå

D x y( , )= 0 îïèñûâàåò îêðóæíîñòü â ïëîñêîñòè ñòîëêíîâåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî èìåííî íà ýòîé îêðóæíîñòè è ëåæàò âñå ÷åòûðå

òî÷êè V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè

V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, ïðè÷¸ì îòðåçêè V V1 2 è

V V1 2
′ ′

ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå V. Ñíîâà ââåä¸ì äåêàðòîâû

êîîðäèíàòû ( , )x y òî÷åê V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé

ëåæèò îêðóæíîñòü. Óñëîâèå òîãî, ÷òî âñå ÷åòûðå òî÷êè ëåæàò íà

îäíîé îêðóæíîñòè, áóäåò ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (3). Ïðè ýòîì

ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2) áóäåò èìåòü íåêîòîðîå
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íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ( ~ ,~ ,~ ,~m m m m1 2 1 2′ ′ ). Äàëåå âûáåðåì ñèñòåìó

îòñ÷¸òà ñ íà÷àëîì â òî÷êå V, òàê ÷òîáû áûëî

~ ~ ~ ~m v m v m v m v1 1 2 2 1 1 2 2 0+ = ′ ′ + ′ ′ = . Ïðè ýòîì ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

~ :~ :m m VV VV1 2 2 1= , ~ :~ :′ ′ = ′ ′m m VV VV1 2 2 1 . Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî

~ ~ ~ ~m m m m1 2 1 2+ = ′ + ′ , ëåãêî âèäåòü, ÷òî ~ ,~ ,~ ,~m m m m1 2 1 2′ ′ ëèáî âñå

ïîëîæèòåëüíû, ëèáî âñå îòðèöàòåëüíû. Óìíîæàÿ, â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå, âñå ~ ,~ ,~ ,~m m m m1 2 1 2′ ′ íà ( )−1 , ìû ïîëó÷èì â ðåçóëüòàòå

ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2), òî åñòü èñêîìûå ìàññû.

Ïîñòàíîâêó çàäà÷è ìîæíî íåñêîëüêî èçìåíèòü, åñëè

äîïîëíèòåëüíî èçîáðàçèòü "ýôôåêòèâíóþ" ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ

2E M/ . Óñëîâèìñÿ âûáèðàòü íà÷àëî îòñ÷¸òà â öåíòðå èíåðöèè, à

ïëîñêîñòü ñòîëêíîâåíèÿ ñ÷èòàòü ãîðèçîíòàëüíîé. Ðàññìîòðèì øåñòü

òî÷åê â òð¸õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå:

V x y1 1 1 0):( , , , V x y2 2 2 0):( , , , V x y1 1 1 0)
′ ′ ′:( , , , V x y2 2 2 0)

′ ′ ′:( , , ,

V E M+:( ,, / )00 2 , V E M− −:( ,, / )00 2 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû îòêëàäûâàåì "ýôôåêòèâíóþ" ñêîðîñòü

öåíòðà ìàññ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ïëîñêîñòè

ðàññåÿíèÿ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè òèïà (1) âñå

òî÷êè V V V V V V1 2 1 2, , , , ,′ ′
+ − ëåæàò íà îäíîé ñôåðå â òð¸õìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå. Âåðíî òàêæå îáðàòíîå: åñëè ýòè òî÷êè ëåæàò íà

îäíîé ñôåðå, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà ìîæåò

"ìàòåðèàëèçîâàòüñÿ" ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ íåêîòîðûìè íà÷àëüíûìè è

êîíå÷íûìè ìàññàìè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî,

èñêëþ÷àÿ ìàññû èç ñîîòíîøåíèé

m VV m VV
m m M
1 1 2 2

1 2

=
+ = ,

ïîëó÷àåì, ÷òî
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M m
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îòêóäà

2
1 1

2
2 2

2

1 2
1 2E M

m VV m VV
m m

VV VV/ =
+
+ = .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V V+ −, ëåæàò íà âåðòèêàëüíîé îêðóæíîñòè,

ïîñòðîåííîé íà V V1 2 êàê íà äèàìåòðå (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Ïîëîæåíèå "ýôôåêòèâíîé" ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòåé

V V1 2, .

Ïîñòðîèì ñôåðó, áîëüøàÿ îêðóæíîñòü êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êè V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
. Òàê êàê ñå÷åíèå ýòîé ñôåðû âåðòèêàëüíîé

ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç V V1 2, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èìåííî òó

îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2, òî ÿñíî, ÷òî òî÷êè

V V+ −, òàêæå (íàðÿäó ñ òî÷êàìè V V V V1 2 1 2, , ,′ ′
) ëåæàò íà ýòîé æå

ñôåðå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêîå ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö òèïà

1 2 3 1 2+ + → ′ + ′. (5)

Íàçîâ¸ì V V V V V1 2 3 1 2, , , ,′ ′
êîíôèãóðàöèåé îáùåãî âèäà, åñëè

íèêàêèå 4 òî÷êè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Àíàëîãè÷íûì

ñïîñîáîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ îáùåãî âèäà

V V V V V1 2 3 1 2, , , ,′ ′
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ñôåðå, ïðè÷¸ì â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òî
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îòðåçîê V V1 2
′ ′

ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê V V V1 2 3 (ïîíèìàåìûé êàê

÷àñòü ïëîñêîñòè).

Íàéä¸ì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ 2E M/ â

çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ âíóòðè

òðåóãîëüíèêà V V V1 2 3. Ñ÷èòàåì, ÷òî òðåóãîëüíèê

V V V1 2 3 ëåæèò â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, à öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ

â íåêîòîðîé òî÷êå V. Èñêëþ÷àÿ ìàññû èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

ïîëó÷àåì:

m
d
h
M m

d
h

M m
d
h

M1
1

1
2

2

2
3

3

3
= = =, , , (6)

ãäå h h h1 2 3, , - âûñîòû òðåóãîëüíèêà, d d d1 2 3, , - ðàññòîÿíèÿ äî

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí. Îòñþäà:

2 1

1
1
2 2

2
2
2 3

3
3
2E

M
d
h
VV

d
h

VV
d
h

VV= + +

Âîññòàíîâèì èç òî÷êè V ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà

V V V1 2 3 è îòëîæèì íà í¸ì òî÷êè V V+ −, íà ðàññòîÿíèè 2E M/ îò

òî÷êè V (ñì. ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Òð¸õìåðíûé ãðàôèê "ýôôåêòèâíîé" ñêîðîñòè 2E M/ â çàâèñèìîñòè îò

ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ

Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê V V+ −, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òð¸õìåðíûé ãðàôèê "ýôôåêòèâíîé" ñêîðîñòè 2E M/ â

çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ (V). Äîêàæåì, ÷òî îí

ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé, áîëüøàÿ îêðóæíîñòü êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç

Ïîêà íåÿñíî, êóäà

ìîæíî âñóíóòü ýòîò

ïàðàãðàô
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òî÷êè V V V1 2 3, , . Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà m3 0= , ãðàôèê ñâîäèòñÿ

ê îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííîé íà îòðåçêå V V1 2 êàê íà äèàìåòðå (ñì.

òàêæå ðèñ. 2).


