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Àííîòàöèÿ

Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âû÷èñëåíà âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè

àòîìíîãî óðîâíÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è

ìàãíèòíîãî ïîëåé, ñ ó÷åòîì êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó

âûëåòàþùèì ýëåêòðîíîì è àòîìíûì îñòàòêîì. Ðàññìîòðåíà ñòðóêòóðà

ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé (ÒÂ) äëÿ ýíåðãèè óðîâíÿ è íàéäåíà

àñèìïòîòèêà âûñøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

�ìíèìîãî âðåìåíè�, ðàçâèòûé ðàíåå â òåîðèè ìíîãîôîòîííîé

èîíèçàöèè àòîìîâ è èîíîâ.
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§1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à îá àòîìå âîäîðîäà âî âíåøíèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ

èìååò ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ àòîìíîé ôèçèêè, åé ïîñâÿùåíà

îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð [1 - ] è óêàçàííûå òàì

äàëüíåéøèå ññûëêè). Ïðè ýòîì, â áîëüøèíñòâå ðàáîò

ðàññìàòðèâàþòñÿ íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé

(ÒÂ) äëÿ ýíåðãèè óðîâíåé. Âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà øèðèíó

óðîâíÿ, ò. å. íà âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè àòîìà w, èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ

[ ]. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì ïîëåé, ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ

õàðàêòåðíûìè âíóòðèàòîìíûìè ïîëÿìè (ñì. íèæå ( )), òî èîíèçàöèÿ

íîñèò òóííåëüíûé õàðàêòåð, è ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàçèêëàññè÷åñêîå

ïðèáëèæåíèå (ìåòîä ÂÊÁ [ ]).

Çàäà÷è î ïðîõîæäåíèè ÷àñòèö ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð

âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è îáû÷íî ðåøàþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà ÂÊÁ. Îáîáùåíèåì åãî íà ñëó÷àé ïîòåíöèàëîâ

V x t( , ) , çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, à òàêæå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

ÿâëÿåòñÿ 1) ìåòîä �ìíèìîãî âðåìåíè� (ÌÌÂ), îñíîâíîé èäååé

êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîäáàðüåðíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñ

ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íî ñ ìíèìûì �âðåìåíåì�.

                    
1) ÌÌÂ áûë ðàçâèò â òåîðèè ìíîãîôîòîííîé èîíèçàöèè

àòîìîâ è èîíîâ ïîëåì ñèëüíîé ñâåòîâîé âîëíû [ ], à òàêæå â
çàäà÷å î ðîæäåíèè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð èç âàêóóìà â
ïåðåìåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [ ]. Íàèáîëåå ïîäðîáíîå
èçëîæåíèå ÌÌÂ äàíî â ðàáîòå [ ]. Â [ ] îí ïðèìåíÿëñÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ 1/n-ðàçëîæåíèÿ.
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Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè äåéñòâèÿ âäîëü ïîäáàðüåðíîé òðàåêòîðèè

îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ÌÌÂ áûë âû÷èñëåí [ ] ãëàâíûé

(ýêñïîíåíöèàëüíûé) ìíîæèòåëü â âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè w( , )T Y .

Áîëåå ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàíî â ðàáîòàõ [ ], ãäå ïðèìåíÿëñÿ

ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà è áûëà âû÷èñëåíà òàêæå è ïðåäýêñïîíåíòà. Â

ýòèõ ðàáîòàõ, îäíàêî, ïðåíåáðåãàëîñü êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì

ìåæäó âûëåòàþùèì ýëåêòðîíîì è àòîìíûì îñòàòêîì, â ñèëó ÷åãî

ïîëó÷åííûå ôîðìóëû îòíîñÿòñÿ ê èîíèçàöèè îòðèöàòåëüíûõ èîíîâ

(òèïà H−
, J−

è ò. ï.), à íå ê íàèáîëåå èíòåðåñíîìó ñëó÷àþ

íåéòðàëüíûõ àòîìîâ. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ó÷åò êóëîíîâñêîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ â òàêèõ çàäà÷àõ îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå

òðóäíîñòè è, íàïðèìåð, â òåîðèè ìíîãîôîòîííîé èîíèçàöèè íå

âûïîëíåí â ïîëíîé ìåðå âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè 2). Â äàííîé

ðàáîòå ÌÌÂ ïðèìåíÿåòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè

àòîìíîãî óðîâíÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è

ìàãíèòíîãî ïîëåé, ïðè óñëîâèè

T T T<< =0
3æ a , Y Y Y<< =0

2æ a , (1.1)

ãäå Ta em e= = ⋅2 5 4 95142 10/ .h Â/ñì è Y a em ce= = ⋅2 3 3 92 350 10/ .h Ãñ

� àòîìíûå åäèíèöû íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, à E0
2 2= −æ / � ýíåðãèÿ

                    
2) Ñì., îäíàêî, ðàáîòû [ ], â êîòîðûõ ïîëó÷åíû

íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû.
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óðîâíÿ (âñþäó äàëåå h = = =e me 1). Ïðè ýòîì îòíîøåíèå Y T/ , à

òàêæå óãîë ìåæäó ïîëÿìè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè. Çàìåòèì, ÷òî

äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïàðàìåòð æ ïîðÿäêà åäèíèöû (òàê, æ = 1,

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ àòîìîâ âîäîðîäà, ãåëèÿ, íåîíà è êðèïòîíà),

îäíàêî äëÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ (ðèäáåðãîâñêèõ) ñîñòîÿíèé îí ìîæåò

áûòü ìåíüøå åäèíèöû (Íàïðèìåð, â àòîìå âîäîðîäà æ = 1/ n äëÿ

ñîñòîÿíèé ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n ). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëÿ,

ñðàâíèìûå ñ T0 è Y 0 , çíà÷èòåëüíî ìåíüøå àòîìíûõ è âïîëíå

äîñòèæèìû íà ýêñïåðèìåíòå.

Âîçìîæíîñòü èîíèçàöèè îçíà÷àåò, ÷òî àòîì íàõîäèòñÿ â

êâàçèñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñ êîìïëåêñíîé ýíåðãèåé E E i= −0 2

Γ
.

Âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýíåðãèè E0 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå óðîâíÿ, à

âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà Γ � åãî øèðèíó. Ýíåðãèÿ êàê àíàëèòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ T èìååò ðàçðåç âäîëü âåùåñòâåííîé îñè

è ñóùåñòâåííóþ îñîáåííîñòü ïðè T = 0 . Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî

ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà ÒÂ ïî ñòåïåíÿì T ïðè ëþáûõ

íàïðÿæåííîñòÿõ ïîëÿ. Äëÿ àòîìà âîäîðîäà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ýòà

ðàñõîäèìîñòü, êàê èçâåñòíî [5], ñâÿçàíà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì

óáûâàíèåì øèðèíû ïðè T → 0 è íîñèò ôàêòîðèàëüíûé õàðàêòåð. Â

ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûñøèå ïîðÿäêè ÒÂ ìîãóò áûòü

ðàññìîòðåíû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
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§2. Î âëèÿíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà èîíèçàöèþ àòîìîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè w( , )T Y íåîáõîäèìî

íàéòè ïîäáàðüåðíóþ òðàåêòîðèþ ýëåêòðîíà è âû÷èñëèòü ìíèìóþ ÷àñòü

ôóíêöèè äåéñòâèÿ:

w S t∝ −






exp Im ( , )
2

0 0h
, (2.1)

ãäå t0 � íà÷àëüíûé (êîìïëåêñíûé) ìîìåíò ïîäáàðüåðíîãî äâèæåíèÿ,

à t = 0 � ìîìåíò âûõîäà ÷àñòèöû èç-ïîä áàðüåðà. Ìîæíî ïîêàçàòü

(ñì. Ïðèëîæåíèå), ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ ïîëåé T è Y ó÷åò

êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ àòîìíûì îñòàòêîì (çàðÿä

Z ) ìîæíî ïðîâåñòè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ ýëåêòðîíà ïðè Z = 0 (ò. å. äëÿ δ -

ïîòåíöèàëà), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Ýêñòðåìàëüíàÿ

ïîäáàðüåðíàÿ òðàåêòîðèÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ ìíèìóþ ÷àñòü äåéñòâèÿ,

îïðåäåëÿåò íàèáîëåå âåðîÿòíûé ïóòü òóííåëèðîâàíèÿ ÷àñòèöû è

íàõîäèòñÿ èç êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè:

r( )t0 0= , &( )r2
0

2t = −æ , Im ( )r 0 0= . (2.2)

Îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè ê [ ], óêàæåì èõ íàãëÿäíûé ñìûñë.

Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ îòâå÷àþò òîìó, ÷òî ýëåêòðîí â íà÷àëüíûé

( t t= 0 ) ìîìåíò íàõîäèòñÿ óæå çà ïðåäåëàìè àòîìà (ò. å.



Ïîïîâ Â.Ñ., ...     Íàçâàíèå ñòàòüè ... 6

| ( )|V r0
2<< æ ), à èñêàæåíèåì âîëíîâîé ôóíêöèè èç-çà äåéñòâèÿ

âíåøíèõ ïîëåé T è Y åùå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü 3). Ïîñëåäíåå óñëîâèå

îçíà÷àåò, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ (ýêñòðåìàëüíàÿ) òðàåêòîðèÿ ïðè

t = 0 ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííîé è äàëåå îïèñûâàåò äâèæåíèå ÷àñòèöû

íà áåñêîíå÷íîñòü, óæå â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè. Ïåðåõîäÿ

ê ìíèìîìó �âðåìåíè� τ ω= i t , ïîëó÷àåì èñêîìóþ òðàåêòîðèþ 4):

x i= −








T

ω
τ τ τ

τ
α2 0

0

sh

sh
sin , ( )y = ⋅ −T

ω
τ
τ

τ τ α2
0

0
0sh

ch ch sin ,

( )z = −T

2 2 0
2 2

ω
τ τ αcos . (2.3)

(− ≤ ≤τ τ0 0), ïðè÷åì

( )τ α τ τ γ0
2 2

0 0

2 21− − =sin cth . (2.4)

Çäåñü γ ω ω= / t , ω = e m ceY / � ëàðìîðîâñêàÿ ÷àñòîòà,

ω t =T / æ � ÷àñòîòà òóííåëèðîâàíèÿ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå T ; îñü z

âçÿòà âäîëü Y , îñü x ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè ( , )T Y , α �

óãîë ìåæäó ïîëÿìè T è Y. Ïàðàìåòð γ àíàëîãè÷åí ïàðàìåòðó

                    
3) Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòè óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò íóëåâîìó

ðàäèóñó ñèë, ñâÿçûâàþùèõ ýëåêòðîí ñ àòîìíûì îñòàòêîì.
Ìîæíî, îäíàêî, ïîêàçàòü, ÷òî ó÷åò êîíå÷íîãî ðàäèóñà

äåéñòâèÿ ñèë ïðèâîäèò ê ïîïðàâêàì ïîðÿäêà T T/ 0 â
ïðåäýêñïîíåíòå, êîòîðûìè ìû ïðåíåáðåãàåì.

4) Ýòè âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì
èçâåñòíûõ ôîðìóë äëÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â
ïîñòîÿííûõ è îäíîðîäíûõ ïîëÿõ (ñì., íàïðèìåð, §  â [ ]).
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Êåëäûøà [ ], ââîäèìîìó â òåîðèè ìíîãîôîòîííîé èîíèçàöèè

ïåðåìåííûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì. Ïîÿâëåíèå òàêîãî ïàðàìåòðà

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å èìåþòñÿ äâå ÷àñòîòû � ω t è ω ,

ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîòîðûìè ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Çàìåòèì,

÷òî

γ = =
















−
æY

T

Y

Y

T

Tc

I

I a a0

1 2 1/

,

ãäå I E=| |0 � ýíåðãèÿ ñâÿçè äàííîãî óðîâíÿ, à I0 13 6= .  ýÂ �

ïîòåíöèàë èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà. Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì

îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ïîñêîëüêó äëÿ âîçáóæäåííûõ âîçíèêàþò

äîïîëíèòåëüíûå óñëîæíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âûðîæäåíèåì.

Âû÷èñëåíèå óêîðî÷åííîãî äåéñòâèÿ [ ] S âäîëü ïîäáàðüåðíîé

òðàåêòîðèè (2.3) îïðåäåëÿåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â

âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè:

w g( , ) exp ( , )T Y
T

T
∝ −







2

3
0 γ α . (2.5)

Ôóíêöèÿ g( , )γ α îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (35) ñòàòüè [ ]. Èñïîëüçóÿ

óðàâíåíèå (2.4), ìîæíî çàïèñàòü åå â áîëåå ïðîñòîì âèäå:

( )g s s s( , )
sin

cos
/

γ α α
γ

α= − −







 −3

2
1 1

1

2
2 1 2 3 2

, (2.6)
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ãäå s = τ γ0 / . Ïðè γ <<1 èìååì (ñì. Ïðèëîæåíèå)

g( , )
sin sin sinγ α α γ α α γ= + + −







 +1

30 216 315

2
2

4 2
4

+ − +






 +11

11664 810 3150

6 4 2
6sin sin sinα α α γ K , (2.6')

à â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå γ >>1 (ñèëüíûå ìàãíèòíûå ïîëÿ) ýòà

ôóíêöèÿ âûõîäèò íà êîíå÷íûé ïðåäåë:

g O( , ) |cos | tg ( )γ α α
γ

α γ= − +− −1 2 23

2
(2.6")

(ñëó÷àé α π= / 2 ÿâëÿåòñÿ îñîáûì è îáñóæäàåòñÿ â Ïðèëîæåíèè A).

Ãðàôèêè ôóíêöèé g( , )γ α äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ α ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñ. 1. Åñëè α ≠ 0 , òî g( , )γ α >1, ò. å. ìàãíèòíîå ïîëå âñåãäà

ñòàáèëèçèðóåò óðîâåíü.

Äëÿ ó÷åòà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èñïîëüçóåì ïðîöåäóðó

ñøèâàíèÿ, ââîäÿ òî÷êó ñøèâàíèÿ r1 òàêóþ, ÷òî æ− << <<1
1r b , ãäå b

� øèðèíà áàðüåðà. Ïðè r r~  1 àòîìíûé ïîòåíöèàë â îñíîâíîì óæå

ñâîäèòñÿ ê êóëîíîâñêîìó, V r Z r( ) /≈ − , ïðè÷åì | ( )|V r << æ2
. Ïðè

ýòîì êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ñëàáî èñêàæàåò ïîäáàðüåðíóþ
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òðàåêòîðèþ 5), ÷òî è ïîçâîëÿåò ó÷åñòü åãî âêëàä â äåéñòâèå ïî òåîðèè

âîçìóùåíèé:

δ η δS i r V t dt
t

= − −∫ln ( ( ))æ 1

0

1

r . (2.7)

Çäåñü η = Z / æ � ïàðàìåòð Çîììåðôåëüäà, r( )t � ïîäáàðüåðíàÿ

òðàåêòîðèÿ ñ ìíèìûì âðåìåíåì, [ ]r t1
2

1

1 2
= r ( )

/
� òî÷êà ñøèâàíèÿ è

δV � âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë, â äàííîì ñëó÷àå δV r Z r( ) /= − . Èç

(2.3) íàõîäèì:

( )r t x y z( ) ( )
/

≡ + + = ⋅2 2 2 1 2

2

T

ω
ξ τ , (2.8)

( )ξ τ τ τ α τ
τ τ

τ
τ
τ

τ
τ

α( ) cos
ch ch

sh

sh

sh
sin

/

= − +
−






 − −

































1

4 0
2 2 2 2

0
2 0

0

2

0 0

2

2

1 2

,(2.8')

÷òî ïðè τ τ→ − 0 äàåò:

ξ τ γ τ τ( ) ( )= − +∆ ∆1

2
2s K , s = τ γ0 / (2.9)

(∆τ τ τ= + →0 0), èëè

r t i t t s t t( ) ( ) ( )= − + − +æ 0 0
21

2
T K (2.9')

                    
5) Ñì. Ïðèëîæåíèå, à òàêæå àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå äëÿ

àòîìà âîäîðîäà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [ ].
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(Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü

÷àñòèöû ðàâíà iæ , ò. å. ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé). Ïîäñòàâëÿÿ (2.8),

(2.9) â (2.7) è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó τ τ1 0→ − (ïðè ýòîì òî÷êà

ñøèâàíèÿ âûïàäàåò èç îòâåòà), íàõîäèì êóëîíîâñêóþ ïîïðàâêó ê

äåéñòâèþ:

δ η τ γ
ξ τ τ ττ

S i s d= −






 + −

+




















−
∫ln

( )

æ3

0

0 1

0
T

, (2.10)

÷òî â èòîãå äàåò ñëåäóþùèé ôàêòîð â âåðîÿòíîñòè èîíèçàöèè:

C( , ) ( , )T Y
T

T
= 








2 0

2

ϕ γ α
η

, (2.11)

ϕ γ α τ γ
ξ τ τ τ

τ

( , ) ln
( )

= + −
−









∫

s
d

2

1

00

0

. (2.11')

Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ìû çäåñü èçìåíèëè çíàê ó ïåðåìåííîé τ ,

âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ξ τ( ) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Èç (2.9) âèäíî,

÷òî èíòåãðàë â (2.11') íå ñîäåðæèò ðàñõîäèìîñòè íà âåðõíåì ïðåäåëå,

è ëåãêî ìîæåò áûòü íàéäåí ÷èñëåííî. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ γ =0 , s ≡ 1,

ξ τ τ τ( ) ( )= −1

2 0
2 2

è ϕ α( , )0 0= . Ïðè ýòîì ôîðìóëà (2.11) ñâîäèòñÿ

ê èçâåñòíîé êóëîíîâñêîé ïîïðàâêå äëÿ ÷èñòî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ [ ].
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Ðàññìîòðèì åùå ñëó÷àé ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ðàçëîæåíèå

(2.8') ïðè τ τ γ, ~0 0  → äàåò:

ξ τ τ τ α τ τ( ) ( )
sin

( )= − − − +








 =1

2
1

36
30

2 2
2

0
2 2 K

( )= − − − +γ
τ

τ τ α τ τ
2 720

0
2 2

2

0
2 2 2

( )
sin

K ,

îòêóäà

ϕ γ α α γ γ( , ) sin ( )= ⋅ +1

9
2 2 4O , γ <<1. (2.12)

§3. Èîíèçàöèÿ â ñëàáîì ïîëå è ïîâåäåíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

òåîðèè âîçìóùåíèé

Ïðè ðàñ÷åòå óðîâíåé ýíåðãèè àòîìà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå

ñòàíäàðòíûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ýíåðãèè â ðÿä ÒÂ

E Ek
k

k

=
=

∞

∑ T
0

. (3.1)

Ñîãëàñíî àðãóìåíòó Äàéñîíà, íåñòàáèëüíîñòü ñîñòîÿíèÿ â ñêîëü

óãîäíî ñëàáîì ïîëå ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà ÒÂ. Çäåñü ìû

èçó÷èì ïîâåäåíèå âûñøèõ ïîðÿäêîâ ÒÂ Ek â ïðèñóòñòâèè

ïðîèçâîëüíî íàïðàâëåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ Y T= γ . Ýòîò âîïðîñ

èíòåðåñåí ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, à òàêæå âàæåí ïðè èñïîëüçîâàíèè
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ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, òàêèõ êàê

ìåòîä Áîðåëÿ.

Äëÿ îöåíêè ïîâåäåíèÿ Ek èñïîëüçóåì, êàê îáû÷íî [4 - 6],

äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

E
i

E
dk k

= +∫1
2 1π

( )T
T

T , (3.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ìàëîé îêðóæíîñòè, îõâàòûâàþùåé

òî÷êó T = 0 . Íåêîòîðûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ôóíêöèè E( )T (ñì., íàïðèìåð, [4]) ïîçâîëÿþò ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ïðåîáðàçîâàòü (3.2) ê âèäó:

E dk k
= −

+

∞

∫
1

2 1
0π

Γ ( )T

T
T . (3.3)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êâàçèêëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó (2.5) äëÿ øèðèíû

Γ = hw , íàõîäèì:

E Ca k kk
k~ β !, (3.4)

ãäå C , a è β � ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé

ïàðàìåòð a , êîòîðûì ìû çäåñü è îãðàíè÷èìñÿ, îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëåí äåéñòâèþ âäîëü ïîäáàðüåðíîé òðàåêòîðèè:

a g= −3

2 0

1

T
( , )γ α , (3.5)
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Añèìïòîòèêà (3.4) çàïèñàíà áåç ó÷åòà âêëàäà îò âòîðîé

ïîäáàðüåðíîé òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùåé îòðèöàòåëüíîìó êîðíþ

óðàâíåíèÿ (2.4) τ τ0 0
( )− = − è ôóíêöèè g g( ) ( , ) ( , )− = −γ α γ α . Ñ

ó÷åòîì âòîðîãî ðåøåíèÿ a a( )− = − ýòà àñèìïòîòèêà ïðèíèìàåò âèä:

E Ca k k Ca k k Ca k kk
k k k k~ β β β! ! [ ( ) ] !( )+ = + −− 1 , (3.6)

Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé

íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è íå÷åòíûå ïîðÿäêè ÒÂ

îáðàùàþòñÿ â íóëü. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ÷åòíûå

ïîðÿäêè ÒÂ, îïóñêàÿ ìíîæèòåëü [ ( ) ]1+ − k
â àñèìïòîòèêå.

Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìóë ðàññìîòðèì òîëüêî îñíîâíîå

ñîñòîÿíèå àòîìà âîäîðîäà, êîãäà T Y0 0 1= = =æ (îáùèé ñëó÷àé

ñâîäèòñÿ ê âîäîðîäíîìó ïðîñòûì ìàñøòàáèðîâàíèåì).

Ïðè âûêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ a = 3 2/ â ñîãëàñèè ñ

èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ýôôåêòà Øòàðêà [5]:

E kk

k

~ − 





6 3

2π
! (3.7)

(îñíîâíîå ñîñòîÿíèå).

Íàðÿäó ñî øòàðêîâñêèì ðàçëîæåíèåì (3.1) ðàññìîòðèì

ðàçëîæåíèå ïî Y :

E Ek
k

k

=
=

∞

∑ ~
Y

0

, (3.8)
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ãäå
~E Ek

k
k= −γ . Â ñëó÷àå ýôôåêòà Çååìàíà (γ → ∞) âûñøèå

ïîðÿäêè â ðàçëîæåíèè (3.8) òàêæå ôàêòîðèàëüíî ðàñòóò [6]:

~ ( ) !/
/

/E k kk
k

k

~ − − 











2
5 2

1 24 1

π π
, (3.9)

÷òî ôîðìàëüíî îòâå÷àåò àñèìïòîòèêå âèäà

~ ~ !E Ca k kk
k~ β

(3.10)

ñ ìíèìûì ïàðàìåòðîì

~ / ( )a a i= = ± −γ π 1
. (3.11)

Â òî æå âðåìÿ ïðè áîëüøèõ γ â ñèëó (2.6") è (3.5) èìååì:

~ ( , ) |cos |a g= = →−3
2

3
2

01

γ
γ α

γ
α (3.12)

â ïðîòèâîðå÷èè ñ ôîðìóëîé (3.11). Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î

ñóùåñòâîâàíèè äðóãèõ (êîìïëåêñíûõ) ïîäáàðüåðíûõ òðàåêòîðèé, äëÿ

êîòîðûõ âåëè÷èíà
~a íå èñ÷åçàåò â ïðåäåëå ñèëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé.

Íèæå ìû ïîêàæåì, ðåøàÿ óðàâíåíèå (2.4) ïðè áîëüøèõ γ â

êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ τ τ0 0= i~ è γ γ= i~ , ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (2.4)

â âèäå:

~ sin (~ ctg ~ ) ~τ α τ τ γ0
2 2

0 0
2 21+ − = . (3.13)
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Ðåøåíèå, êîíå÷íîå ïðè
~γ → ∞, èìååò âèä:

~ sin ~ sin sinτ π π α γ π α α γ0
1 3 3 2 31

2
1

2
3

= + ⋅ + −





⋅ +− −N N N

+ −





+ + − +






− −N N

N
3 3 2 2 4 5 5

2

2 2

2 4 51
1

3

1

2

3

4

2

5
π α α γ π α α

π
α α γsin sin ~ sin

sin
sin sin ~

+ −





+−2
4

15
5 5 2 2 4 6N π α α α γsin cos sin ~ K , (3.14)

ãäå N = 1 2, ,K , ïðè÷åì
~*τ 0 , −~τ 0 è −~*τ 0 � òàêæå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(3.13).

Ââåäåì äàëåå ôóíêöèþ

[ ]G g( , )
~

( , )
~

~ sin ctg~ (ctg ~ / ~ )γ α γ
π

γ α
τ

πγ
α τ τ τ= = + + −








2

3

2

3
1

1

2
1 3 10

3

2
2

0 0 0
.(3.15)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (3.14) â (3.15), íàõîäèì

G N N N N( , ) sin ~ sin cos ~γ α α γ α π α γ= − ⋅ + −





+− −2
1

3
1 2 3 2 2 2

+ −





⋅ + − +− −N N3 2 2 3 3 2 2 2 42
3

1
1
3

1π α α γ π α α γsin sin ~ sin ( sin )~

+ − + − −





+−N N N N3 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 52

15

1

3

1

4

1

3
π α π α π α π α γsin sin sin sin ~ K ,(3.16)
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ãäå N = 1 2, ,K . Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ñëó÷àé N = 1, êîãäà

ôóíêöèÿ G( , )γ α ìèíèìàëüíà ïî ìîäóëþ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè

g Gc ( , ) ( / ~) ( , )γ α π γ γ α= 3 2 èçîáðàæåíû (ïî ìîäóëþ) íà ðèñ. 1

øòðèõîâûìè ëèíèÿìè. Â îáëàñòè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ γ , êîãäà | |cg

ìåíüøå g , ïàðàìåòð àñèìïòîòèêè a íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (3.5) ñ

çàìåíîé g íà gc . Èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ

ðåøåíèé àñèìïòîòèêà êîýôôèöèåíòîâ ÒÂ èìååò áîëåå ñëîæíóþ

ôîðìó:

[ ]~ ( ) Re( ) !, ~ ( , )/E CA k k A ia Gk
k k~ − = = −

1 2 1β π γ α . (3.17)

Ãðàôèêè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé ôóíêöèè G( , )γ α ïðè

ðàçëè÷íûõ α äàíû íà ðèñ. 3.

Â ïðåäåëå α → 0 (ïàðàëëåëüíûå ïîëÿ) ðàçëîæåíèå (3.16)

îáðûâàåòñÿ íà òðåòüåì ÷ëåíå. Èìååì:

G( , )γ π
γ

0 1
3

2

2= + . (3.18)

Ðÿä ÒÂ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì. Îäíàêî â äîñòàòî÷íî

ñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, êîãäà

[ ]γ γ π< = + − + ≈− −

c
/ /( ) ( ) ,1 2 1 2 5 27051 3 1 3 1

, (3.19)

äîìèíèðóþùèé âêëàä äàåò ïîäáàðüåðíàÿ òðàåêòîðèÿ ñ âåùåñòâåííûì

τ 0 (îòâå÷àþùàÿ g( , )γ 0 1= ), è ðÿä ÒÂ çíàêîïîñòîÿíåí.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ïîëåé

E C C k kk

k
k

k

~ − 





+ − 





+




















−

0
2

1

5 2 3

3
1 26 3

2
4

3π π
π
γ

π
γ

( ) !/
/

/
, (3.20)

ãäå ìíîæèòåëè C0 è C1 � íåêîòîðûå ôóíêöèè γ . Îíè ìîãóò áûòü

íàéäåíû ÷èñëåííî, èñõîäÿ èç íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ êîýôôèöèåíòîâ ÒÂ

Ek . Íå âäàâàÿñü çäåñü â äåòàëè ðàñ÷åòà, ïðèâåäåì ãðàôèêè C0 è C1

íà ðèñ. Fehler! Textmarke nicht definiert.. Ïðè ìàëûõ γ

C0
2 4 61

1

6

7

360
0 00205~ − + − +γ γ γ, K , (3.21)

à ïðè áîëüøèõ γ

C1
21 12 03~ − +−, γ K . (3.22)
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Ïðèëîæåíèå A

Óðàâíåíèå (2.4) îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûé ìîìåíò ïîäáàðüåðíîãî

äâèæåíèÿ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå àñèìïòîòèêè. Ïðè γ <<1:

s( , )
sin sin sinγ α τ

γ
α γ α α γ= = + + −







 +0

2
2

4 2
41

18

7

648 135

+ − +






 +11

3888 270 1050

6 4 2
4sin sin sinα α α γ K . (A.1)

Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (γ >>1) óðàâíåíèå (2.4) ïðèíèìàåò âèä:

τ τ α γτ
0
2

0
2 2 2 21 0− − + =−( ) sin ( )O e , îòêóäà

( )τ α γ
α

γ α γ γ α0
2 2 2 1 21 2= − + + + − =−tg

|cos |
( tg ) exp( /|cos |)/ O

= − + ⋅ +−γ
α

α α
α

γ
|cos |

tg
tg

|cos |
2

2
1

2
K (A.2)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â (2.6), ïðèõîäèì ê ôîðìóëàì (2.6') è

(2.6").

Â ñëó÷àå α π= / 2 (ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïîëÿ) ôîðìóëû (A.2) è

(2.6") íåïðèìåíèìû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèÿ ïðè γ → ∞

èìåþò âèä
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[ ]
( ) ( )[ ]

s

g

= + + − +

= + − − +

−

−

1
2
3

8
1 2

1 3 2

2 2 2

γ γ γ γ

γ γ γ

exp( ) ,

exp .

K

K
(A.3)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g( , / )γ π 2 ïðè γ >>1 âîçðàñòàåò ëèíåéíî

(÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðèñ. 1), à âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè îáðàùàåòñÿ â

íóëü ïðè Y → ∞ :

w ∝ − + +


















−exp
1

4
2

2
2

2ω ε
ωæ
æ

K , (A.4)

ãäå ε =T T/ 0 (÷èñòî ìàãíèòíîå ïîëå íå èîíèçóåò ñâÿçàííûé óðîâåíü).



Ïîïîâ Â.Ñ., ...     Íàçâàíèå ñòàòüè ... 20

Ëèòåðàòóðà

1. Ïåðâàÿ ññûëêà

2.

3.

4. C. M. Bender, T. T. Wu, Phys. Rev. D, 7, 1620, 1973.

5. H. J. Silverstone. Phys. Rev. Lett., 43, 1498, 1979.

6. J. E. Avron, Ann. Phys. (N. Y.), 131, 79, 1981.

7.

8.

Ïîäïèñè ê ðèñóíêàì

Ðèñóíîê 1. Ôóíêöèè g( , )γ α ...

Ðèñóíîê 2. Ôóíêöèè ϕ γ α( , ) ...

Ðèñóíîê 3. Ôóíêöèè G( , )γ α ...


